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1. Введение
Используемые на рынках финансовые инстру
менты становятся более разнообразными и порож
дают довольно изощренные потоки платежей. Си
туация усложняется тем, что изменение процент
ных ставок и доходностей на рынках стохастиче
ские, а математические модели этих изменений –
случайные процессы. Поэтому такая основная за
дача участников финансовых рынков, как опреде
ление цен финансовых инструментов, может быть
решена только с привлечением вероятностных ме
тодов. При этом построение математической моде
ли финансового рынка и анализ процессов, кото
рые там происходят, требуют использования мате
матических методов на достаточно высоком уров
не. В связи с этим большую популярность приобре
ла финансовая математика, основным объектом
исследования которой являются различные модели
рынка ценных бумаг [1, 2]. В данной работе прово
дится исследование неклассической задачи теории
опционов – задачи хеджирования с заданной веро
ятностью выполнения платежного обязательства,
для случая опциона купли, когда в отличие от ста
ционарных опционов платежное обязательство вы
полняется не с вероятностью единица, а с вероят
ностью меньшей единицы, что более соответствует
реалиям финансового рынка.
2. Постановка задачи
Рассмотрим модель финансового рынка, как па
ры активов: безрискового (банковский счет) B и ри
скового (акции) S, представляемых своими ценами
Bt и St , t∈[0,T]. В этом случае говорят о (B, S) – рын
ке с непрерывным временем [1, 2]. Активы B и S бу
дем называть основными активами или основными
ценными бумагами. Относительно банковского счета
B предполагается, что B=(Bt)t>0 – детерминирован
ная функция, подчиняющаяся уравнению dBt=rBtdt,
т. е. Bt=B0ert, B0>0, r≥0 где r – процентная ставка
(банковский процент). Для описания эволюции
стоимости акции S=(St)t≥0 будем предполагать, что
рассмотрение задачи происходит на винеровском
стохастическом базисе (Ω,F,F=(Ft)t>0,P) [1, 3].
Введение в рассмотрение винеровского процес
са обусловлено ролью случайного ингредиента, ко
торый определяет «хаотическую» структуру в ре
ально наблюдаемых флуктуациях цен акций. В
этой связи П. Самуэльсоном была предложена мо
дель «геометрического», или «экономического»,
броуновского движения S=(St)t≥0, согласно которой
S является случайным процессом с
(1)
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где W=(Wt)t ≥ 0 – винеровский процесс, σ>0, μ∈R.
Используя формулу Ито [3] из (1) находим, что сто
хастический дифференциал dSt=St(μdt+σdWt).
Представим некоторого инвестора, имеющего
начальный капитал Х0=х в момент времени t=0, на
ходящийся на банковском счете B и в акциях S в
соответствии с портфелем π0=(β0,γ0), где β0 – часть
безрискового актива (сумма, находящаяся на бан
ковском счете), γ0 – часть рискового актива (сумма,
вложенная в акции). Таким образом, получим на
чальный капитал X0=β0B0+γ0S0. Аналогично, пустьπt=(βt,γt) – есть пара, описывающая состояние
портфеля ценных бумаг инвестора в момент време
ни t>0. Тогда текущий капитал Xt=βtBt+γtSt.
Задача: Найти капитал Xt, соответствующий ему
портфель πt=(βt,γt) и начальное значение X0=CT ка
питала, как стоимости вторичной ценной бумаги
опциона, при котором обеспечивается выполнение
платежного обязательства XT=fT(ST), где fT(ST) –
платежная функция, с вероятностью P(A)=1–ε,
0<ε<1 [2, 4].
Заметим, что в стандартной задаче хеджирова
ния опционов выполнение платежного обязатель
ства обеспечивается с вероятностью единица [1],
т. е. на каждой траектории стохастического процес
са St, моделирующего эволюцию цены рискового
актива.
3. Нахождение цены опциона
Рассмотрим задачу хеджирования с заданной
вероятностью P(A) (квантильного хеджирования)
стандартного опциона покупателя (callопциона) с
функцией выплаты fT=(ST–K)+=max(0,ST–K) [1].
По теореме 6.1 из [2] имеем, что оптимальная стра
тегия в задаче квантильного хеджирования совпа
дает с совершенным хеджем платежного обязатель
ства f=fT.IA, где IA – индикатор множества (события)
А, которое имеет вид
(2)
P * – мартингальная мера, т. е. мера, относительно
которой процесс Xlt=Xt/Bt является мартингалом.
Используя то, что процесс плотности мартингаль
ной меры P * относительно Р есть ([2], § 3.2) 
где – винеровский процесс от
носительно меры P *, можем переписать (2) в сле
дующем виде:
(3)
Необходимо рассмотреть отдельно два случая:
(μ–r)/σ2≤1, (μ–r)/σ2>1.
Замечание 1. Далее всюду Ф–1(y) означает функ
цию, обратную функции Лапласа 
Теорема 1. Пусть
(4)
Тогда при (μ–r)/σ2≤1 цена опциона определяет
ся формулой
(5)
где константа bC имеет вид
(6)
Доказательство. Случаю (μ–r)/σ2≤1 соответ
ствует рис. 1, определяющий структуру множества
хеджирования А.
Рис. 1. Структура множества хеджирования: (μ–r)/σ 2≤1;
ϕ1(ST)=const(ST–K)+;ϕ2(ST)=ST(μ–r)/σ 2
Заштрихованная область является областью ре
шения неравенства (3). Таким образом, в этом слу









A S d W b
S S r T bσ σ
∗= < = < =







rb T Tμε σ
− −= Φ − +
0 0 0
0 0
( ( ) )










⎡ ⎤⎛ ⎞= Φ − −Φ − −⎢ ⎥⎜ ⎟⎝ ⎠⎣ ⎦




( ) ln ( ) .
2
Ky T,S r T T
S
σ σ⎛ ⎞= − −⎜ ⎟⎝ ⎠
2
2
1( ) ( ) , ( ) .
2
y x
































rS T S Kr
μ















r rA W T S K






⎧ ⎫⎛ ⎞− −⎪ ⎪⎛ ⎞= − > ⋅ − =⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭
⎧ ⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞−⎪= + − + ×⎜ ⎟⎜ ⎟⎨ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎪ ⎝ ⎠⎩
t t
rW W tμσ















ω ∗⎧ ⎫= > ⋅⎨ ⎬⎩ ⎭
Известия Томского политехнического университета. 2007. Т. 310. № 2
50
при ограничении (E* – усреднение по мере P *)
E*(IA.fT/BT)=x0 [2]. Из (7) имеем, что
(8)
Так как согласно (1)
(9)
то использование (9) в (8) дает, что
(10)
С учетом того, что винеровский процесс Wi
имеет нормальное распределение с нулевым сред
ним и дисперсией t, из (10) получаем
где P(A)=1–ε есть вероятность успешного хеджи
рования, 0<ε<1. Следовательно, для нахождения
константы b=bc имеем условие 
что и доказывает (6). В соответствии с Теоремой 1
из [1] имеем, что цена опциона купли определяется
по формуле
(11)
где FT(S0)=E *{IA.fT(ST)|S0}. Тогда, с учетом вида пла
тежной функции для опциона купли, получим
(12)
где y0(T,S0) – решение уравнения 
которое определяется по формуле (4). Подставив
FT(S0) вида (12) в (11), получим с учетом (6), что
то есть пришли к (5). Теорема доказана.
Теорема 2. Пусть y0(T,S0) определяется по фор
муле (4). Тогда при (μ–r)/σ2>1 цена опциона опре
деляется формулой
(13)
где константы b1 и b2 такие, что удовлетворяют
условию
(14)
Доказательство. Случаю (μ–r)/σ2>1 соответ
ствует следующий аналог, рис. 2.
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В этом случае множество А имеет следующую
структуру: A={ST<d1}{ST<d2}={WT*<b1}{WT*>b2}. Так
как множества {ST<d1} и {ST<d2} не пересекаются, то
(15)
С учетом (9) из (15) следует
(16)
Так как Wi имеет нормальное распределение с
нулевым средним и дисперсией t, то с учетом свой
ства Ф(x)+Ф(–x)=1, из (16) следует (14). Таким об
разом, получили, что константы b1 и b2 должны удо
влетворять условию (14), но в явном виде они не
находятся. Аналогично (12)
(17)
Дальнейшие преобразования по выводу форму
лы (13) после подстановки (17) в (11) аналогичны
преобразованиям по выводу формулы (5) и поэто
му не приводятся. Теорема доказана.
4. Нахождение капитала и портфеля
Обозначим через π*=(β *,γ*) – минимальный хедж
(оптимальный портфель), где β * – часть безриско
вого актива (сумма, находящаяся на банковском
счете), а γ* – часть рискового актива (сумма, вло
женная в акции). Отрицательное значение β * либо γ*
означает взятие соответствующего актива в долг.
Теорема 3. Для случая (μ–r)/σ2≤1 капитал Xt и




где y0(T–t,St) и bC определяются по формулам (4) и
(6) с заменами T→(T–t) и S0→St.
Доказательство. По Теореме 1 из [1] имеем, что
(21)
где FT–t(St)=E *{IA.fT(ST)|St}. Тогда, подставив выраже
ние (12) для функции FT(S0) с заменами T→(T–t) и
S0→St в (21), получаем формулу, определяющую
эволюцию текущего капитала
что доказывает формулу (18).




Тогда из (22) следует
(24)
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Из (25), (26) с учетом вида функции y0(T–t,s)
следует, что
(27)
Подстановка (27) в (24) приводит к (19). Из (18),
(19), (23) следует
то есть пришли к (20). Теорема доказана.
Теорема 4. Для случая (μ–r)/σ2>1 капитал Xt и




где y0(T–t,St), b1 и b2 находятся по формулам (4),
(14) с заменами T→(T–t) и S0→St.
Доказательство данной теоремы проводиться
аналогично доказательству Теоремы 3 с использо





Xt, γt~, ~βt* означают соответ







(μ–r)/σ2≤1. Так как Ф–1(1)=∞, то из (6) следует, что
bС=∞ при ε=0. Так как Ф(∞)=1, то согласно (5)
(35)
Так как Ф(x)+Ф(–x)=1, то (31) следует из (35).
Формулы (32)–(34) следуют из (18)–(20) аналогич
ным образом.
Рассмотрим теперь случай (μ–r)/σ2>1. Тогда
при ε=0 с учетом свойства функции Ф(x) из (14)
следует, что 
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Тогда формула (31), с учетом свойства
Ф(x)+Ф(–x)=1, следует из (36) очевидным обра
зом, и аналогичным образом формулы (32)–(34)
следуют из (28)–(30). Следствие доказано.
Замечание 2. В случае ε=0, когда квантильное
хеджирование переходит в совершенное хеджиро
вание (с вероятностью единица), результаты Тео
рем 1–4 переходят в результаты Теоремы 2 из [1],
так как формулы (31)–(34) представляют собой
формулы (4.26), (4.29)–(4.31) из [1].
5. Коэффициенты чувствительности
Представляют интерес зависимости цены оп
циона от параметров μ и ε, отсутствующих в реше
нии задачи совершенного хеджирования [1]. Эти
зависимости определяются величинами CTμ=dCT/dμ
и CTε=dCT/dε.
Теорема 5. Для случая (μ–r)/σ2≤1 коэффициен




Доказательство. Согласно (4) и (6)
Тогда, с учетом формулы (5) и обозначения для
функции ϕ(x) (см. Замечание 1)
т. е. пришли к формуле (37). Используя правило
дифференцирования обратных функций
получим, что
Тогда из формулы (6) следует, что
Таким образом
т. е. пришли к формуле (38). Теорема доказана.
6. Заключение
1. В случае совершенного хеджирования, со
гласно (31)–(34), решение обладает существенным
недостатком, т. к. не зависит от параметра изменчи
вости μ, характеризующего тенденцию в измене
нии цены рискового актива: если μ=0, то цена в
среднем флуктуирует возле начального значения S0,
т. е. процесс St ведет себя как мартингал; если μ>0,
то цена в среднем возрастает, т. е. процесс St ведет
себя как субмартингал; если μ<0, то цена в среднем
убывает, т. е. процесс St ведет себя как супермантин
гал. Полученное решение задачи хеджирования с
заданной вероятностью снимает этот недостаток,
т. к. содержит зависимость от μ через bC,  b1 и b2.
2. Численные исследования показали, что CTμ>0
и CTε<0, т. е. с ростом параметра μ цена опциона ку
пли будет возрастать, а с ростом параметра ε – убы
вать. Действительно, с ростом μ происходит увели
чение в среднем цены рискового актива St, что уме
ньшает риск для покупателя опциона купли, а за
меньший риск следует больше платить. С ростом ε
вероятность успешного хеджирования P(A)=1–ε
уменьшается, что приводит к увеличению риска, а
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1. Введение
Механика деформируемых тел призвана устана
вливать функциональные связи между параметра
ми, характеризующими их состояния, и внешними
воздействиями. Её задачи сводятся, в основном, к
установлению изменений геометрии тел.
Для большинства конструкций требование же
сткости ограничивает величину изменений формы
и размеров, образующих их элементов, и соответ
ственно представлениям о «малом» и «большом»
сформировано два подхода в определении геоме
трии деформирования. Различают короткие (жё
сткие) стержни, у которых физический ресурс
упругости материалов исчерпывается при «малых»
изменениях форм и размеров, и длинные (гибкие),
допускающие «большие» изменения в геометрии
при том же ресурсе упругости.
Для определения «малых» изменений сформи
рован ряд «руководящих правил и принципов» (не
существенное изменение формы, правило относи
тельной жесткости, принцип неизменности на
чальных размеров), образующих понятийный ап
парат теории «малых перемещений» или «малых
деформаций», методы и приемы которой составля
ют основное содержание инженерного курса «Со
противление материалов». В этой теории по виду
функциональной связи между нагрузкой и «харак
терным перемещением» возникает деление систем
на линейные и нелинейные, появляются и терми
нологические тонкости: слабо искривлённая ось
стержней называется упругой линией или упругой
кривой, «точная форма упругой оси» называется
эластикой [1].
Подход к задаче определения геометрии дефор
мирования систем с длинными (гибкими) стерж
нями характерен убеждением, что к решению её
«нельзя применить обычную теорию сопротивле
ния материалов. Необходимо построить совершен
но иную прикладную теорию изгиба, справедли
вую для сколь угодно больших упругих перемеще
ний и коренным образом отличающуюся от обыч
ной теории, начиная с основных положений и по
нятий» [2].
Основные уравнения механики деформируе
мых тел любой формы «давно сведены к опреде
ляющим уравнениям» [3] и к настоящему времени
«теория больших перемещений, отличающаяся от
обычной теории» существует [2], имеются отдель
ные исследования [1, 4], которые отличает слож
ность преобразований, сводящих решение к спе
циальным функциям без видимой физической свя
зи их переменных с определяемыми параметрами
эластики.
Замечено [3], что «механика деформируемых
тел состоит не только из уравнений, а также из
определений точного физического смысла всех
входящих в эти уравнения параметров и функций и
самих уравнений». Очевидно, по причине отсут
ствия этих определений специальная теория без
общих основ и видимых связей c обычной теорией
не стала инструментом инженера. В инженерном
образовании доминирует приближённая «теория
малых перемещений», а результаты решения от
дельных задач по специальной теории используют
ся для подтверждения результатов приближённой
теории и демонстрации нелинейного поведения
некоторых систем при «малых» изменениях [5].
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